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Allgemeine Bemerkungen
,,Gruppentheorie in Chemie und Molekiilphysik

a) Symmetrie von Molekulen (isoliert);
b) Anwendung gruppentheoretischer Hilfsmittel bei

quantenchemischen Rechnungen und Interpretation von UV-
und Schingungsspektren

.Symmetrie®: Ein Molekll besitzt Symmetrie, wenn es mindestens
zwel nichtunterscheidbare Orientierungen
Im Raum gibt. Beispiel: H,O-Molekail

Z Z
Hl T Hll Hll T Hl
\'/ > \'/
O Drehung O
‘ um 180° ‘
um z-Achse

Nicht unterscheidbare dquivalente Orientierungen
(nicht identische Orientierungen!)



Drehung um 180° = ,,Symmetrieoperation*
Z-Achse = ,,Symmetrieelement*

alle moglichen Gruppe Im
Symmetrieoperationen — mathematischen
eines betrachteten Molekiils Sinne

Warum Beschaftigung mit Symmetrielehre (Gruppentheorie) in
der Chemie und Molekulphysik?

» Aussage Uber Anzahl der energetisch verschiedenen
Molekdilzustande;

> ,,Verbotene* und ,.erlaubte* Uberginge (z.B. elektrische
Dipol (El)-Ubergénge);

» Deutung von UV/vis-Spektren (Farbe);

» Deutung magnetischer Eigenschaften;

» Deutung von Schwingungsspektren;

» Chemische Bindung: Linearkombination von Atomorbitalen
(LCAOQ) geeigneter Symmetrie zu Molekulorbitalen.



Mit Hilfe der Gruppentheorie kann beantwortet werden, ob
Molekilzustande gleiche Energie haben oder nicht; eine
quantitative Aussage Uber die relativen Energielagen ist aber nur
mit Hilfe einer Rechnung (Stérungsrechnung) maoglich.

Allein die Kenntnis der Symmetrie von Komplexionen gentigt, um
zahlreiche physikalische Eigenschaften dieser Verbindungen
qualitativ verstehen zu kdnnen.



2. Definitionen und Theoreme
2.1 Elgenschaften einer Gruppe

Eine Menge von Gruppenelementen (z.B. Symmetrieoperationen, nicht
Symmetrieelementen!) bildet eine Gruppe, wenn folgende
Bedingungen erfullt sind:

|. Das ,,Produkt® (einer Verkniipfung) (,,Multiplikation*) zweier
Elemente einer Gruppe muss ein Element der Gruppe sein:
Im allgemeinen sind die Verkntpfungen nicht kommutativ
AB # BA
Aber: Falls AB = BA = , Abelsche Gruppen*

[1. Die Menge enthélt das Einheitselement E, das die Beziehung
erflllt: EX=XE =X
wobei X jedes Element der Gruppe sein kann.




[11. FUr alle Elemente der Menge gilt das assoziative Gesetz:
A(BC) = (AB)C
Allgemein: (AB)(CD)(EF)...= A(BC)(DE)(FQG)... =
= (AB)C(DE)(FG)

V. Zu jedem Element P der Menge existiert ein reziprokes
Element Q, das ebenfalls ein Element der Gruppe ist.
Falls PQ = E,
dann ist Q = P! das zu P reziproke Element.

Theorem:

Das Reziproke eines Produkts von zwei oder mehr Elementen einer
Gruppe ist gleich dem Produkt der reziproken Elemente in
umgekehrter Reihenfolge:

(ABC...XY)?!1 =YXt ..CIB1AL

Beweis (fur ternares Produkt):

ABC =D, D gehort zur Gruppe



Multiplikation von rechts mit C-1B-tA:
ABCC-1B'A1l =DC1B1A!
E
ABEBAl = DC1B1A1

E = DC1B-1A1
D-l
Somit D' = (ABC)* =C'B'A1(g.e.d.)

Ordnung (h) der Gruppe:

= Anzahl der Elemente, die eine Gruppe bilden.



2.2 Beispiele fur Gruppen;
Multiplikationstafel

a) Natdrliche Zahlenreihe (positive und negative ganze Zahlen und
Null): ...-3,-2,-1,0, 1,2, 3...

Gruppeneigenschaften:
Ordnung: h = o0
Verknlipfung: z. B. fiir Addition — Ergebnis ist immer

Element der Gruppe

Kommutativitit: Ja — Abelsche Gruppe, denn 3 +4 =4 + 3
Einheitselement: 0 ;0+n=n+0=n
Assoziatives Gesetz: gultig, denn (3+4) + (-2) =3 + [4 + (-2)]
Reziprokes Element zu n: - n, denn (+n) + (-n) =0

b) Gruppe der Ordnung h =1: enthalt nur 1 Element: E



¢) Gruppe der Ordnung h = 2:
G,.E,A
,,Multiplikationstafel*

rechter ,,Faktor

G,| E A (erste Operation)
linker (
« E| E A
»Faktor | (Binare Operationen)
(zwelte Al A E 7B. EA=A
Operation) AA=E
(A=AY)
Theorem:

Jede Zeile und jede Spalte enthélt jedes Gruppenelement nur einmal.
Identitat zwischen Zeilen oder Spalten ist ausgeschlossen
(,,Rearrangement-Theorem®)



d) Gruppe der Ordnung h =3

G3: E.A B
Multiplikationstafel:
G3 E A B
= E A B
Ausfullen der Tafel
A LA soweit kein Problem!
B B

Zur Vervollstandigung:
Annahme @©: AA = E, somit auch AB =B

G, |E A B

Wiederholung von B in
= E A B Spalte 3 und Zeile 3

A | A v
@ nicht moglich
B | B




Aber Annahme @: AA = B flhrt automatisch zur richtigen Tafel

G, |[E A B
E|E A B
A |A
B | B

e) Zyklische Gruppen
G, ist die einfachste nicht triviale zyklische Gruppe. Denn:
AA =B (=A%)
AB = AAA = E (=A%)
Also: Alle Gruppenelemente (E, A, B) kdnnen durch
Potenzen von A erzeugt werden.

Zyklische Gruppe allgemein:
X, X2, ..., Xh=E (Element E) h = Ordnung der Gruppe
Far zyklische Gruppen gilt Kommunitativitat (Abelsche Gruppen)



Beispiel:

Zyklische Gruppe der Ordnung h =4
X=A X°=B,X3=C, X*(=AAAA)=E

G,®

=

O W >

O W > m|m

m O W > | >

> m O W|w

o > m OO

AB = A(AA) = C

BA = (AA)A = C (Abel!)
BB = (AA)(AA) =A4=E
CA=(AAAA=A4=E
CB=A3A2=FEA=A



Zu G, ist nur Element B sein eigenes Reziprokes: BB = E.
Mit der Annahme, dal3 auch AA = E folgt CC = E und damit
folgende zweite Tafel flr eine Gruppe mit h = 4:

GA|E A B C
E |E A B C
A | A C B
B |B C A
C|C B A

Ausfullen der restlichen Platze
unter Beachtung des obigen
Theorems
(,,Rearrangement-Theorem®)



f) Symmetriegruppe flr gleichseitiges Dreieck o4 1

(z.B. BF;-Molekdl)

Symmetrieelemente:
3 Spiegelebenen o4, 6,, o3,
1 C,-Achse (= Schnittlinie der 3 Spiegelebenen)

Diese Symmetrieelemente induzieren die

Symmetrieoperationen (Deckoperationen):

E,5,,6,,6,, C,, C2 :Bilden die Gruppe C,,
/ “ ~ J > J
Identitatsoperation Spiegelungen Drehungen
um 120° bzw. 240°

Die Symmetrie eines Gebildes ist durch die Gesamtheit seiner moglichen
Symmetrieoperationen festgelegt.



linker ,,Faktor* (2. Operation)

Multiplikationstafel (Ubungsaufgabe!)

rechter ,,Faktor* (1. Operation)

Cyw| E o, o, o3 GCj C32




Beispiel:

0,
| [] 63 nach rechts




(1 CZ nach rechts T

Va X VaN ~ 2
G,0,= @

2 nicht kommutativ

Also: 6,6,=C,,
Merke: Symmetrieelemente werden in Ausgangsorientierung
festgelegt und bleiben liegen; nur die Eckpunkte des

Dreiecks wandern unter den Symmetrieoperationen.



2.5 Untergruppen

Eine Untergruppe (zur Hauptgruppe) liegt dann vor, wenn ein
Tell der Elemente einer (Haupt)gruppe fur sich genommen
bereits alle Eigenschaften einer Gruppe (s. Abschn. 2.1) besitzt.

Eine Gruppe kann mehrere Untergruppen besitzen, wobei die
Ordnung g; der Untergruppe I ein Teiler der Ordnung h der
(Haupt)gruppe ist.

Beispiel: Gleichseitiges Dreieck (Cs,)
Die Gruppe C,, besitzt folgende 4 Untergruppen:

E, o, E, 0, E, 055 E, Cj, Cj2
mit den zugehdrigen Multiplikationstafeln



Untergruppen der Symmetriegruppe C,,

E, C;, C,2:

= C3 C32

C; G
C3 C3 C32 E




2.4 Klassen

Zwel Elemente Q und R einer Gruppe gehoren zur gleichen
Klasse, wenn sie die Beziehung erflllen:

,,Ahnlichkeits-
Transformation*

PIQP=R

wobei P ein Element der Gruppe und P-! sein Inverses
(Reziprokes) ist. Eine Gruppe besitz meist mehrere Klassen; ein
Element kann nur einer Klasse angehdren.

E bildet fir sich eine Klasse.

Man sagt:

* R geht durch Ahnlichkeitstransformation aus Q hervor;
* R und Q sind einander konjugiert.

Beispiel: Gruppe C,, (gleichseitiges Dreieck)



EEE =E
G1EG'1 =N
u’on’z = E
U:;Eﬂ'a =F
C:ECs=E
C3EC3=E

E’a’lE = (01
010101=01
03010y= 03
030103 = 02
C30103= o3
C301C3 = 02

FEosE =02
010201 =03
020202 = 02
030203=01
C30203 =01
C302C3 =03

EosE = o3
010301 = 02
020302= 01
030303 = O3
C303C3 =02

C303C3 =01 C3C3C3=Cj3

EC3sE=Cj3
01C301 = C}
03 C302=C}
03C303 = C}
C3C3C3=C3

ECIE =C3}
010301=C3
02C302=C3
03C303 =C3
C3CiC3=C}
C3C3Cs = C3




z.B. 0,C%0, =0,0,=C,4
R
7

Also: Die Drehungen C; und C,? sind einander konjugiert und
bilden eine Klasse.

Die Spiegelungen o4, 6, , o5 sind einander konjugiert und
bilden eine Klasse.

E ist mit sich selbst konjugiert und bildet ftir sich eine
Klasse.

Somit: C,,-Gruppe: 3 Klassen
E; 6,,0,,05;C;, C2



3. Molektlsymmetrie und Symmetriegruppen
3.1 Symmetrieelemente und Symmetrieoperationen

4 Arten von Symmetrieelementen sind erforderlich zur
Beschreibung der Molekllsymmetrie

« Symmetrieebenen (o)

« Symmetriezentrum (i)

« Drehachsen (C,, n = Zahligkeit der Drehachse)

 Drehspiegelungsachsen (S, n = Zahligkeit der Drehachse)

Symmetrieoperationen
E Identische Operation, beldsst Molekiil in urspriinglicher Lage;

C_Drehung um Winkel = um Drehachse C,;;
Drehachse mit groBtmogllcher Zahligkeit n =
Hauptsymmetrieachse: C

N max



Beispiel:
C; = 3-zahlige Drehachse, erzeugt die Operationen

. 2
¢, : Drehung um £ —120°
n

A A 27
-C,C, : Drehung um 2x — = 240°
n

Allgemein:
Eine C -Achse erzeugt n Operationen: of ,Cﬁ .....C'=E

n

(CM'=C'1)

6. Splegelung an einer Symmetrieebene

3 Falle: ‘



3 Falle:

o, - Symmetrieebene | C, ...

o, - Symmetrieebene enthalt C

o4 - Symmetrieebene enthalt C_ ... und halbiert den Winkel
zwischen zwei C,-Achsen | C

N max

N max

~

Es qgilt: A
~n ) = E flr ngerade
6 flr n ungerade

N

S, : Drehspiegelung

n

= Drehung um Winkel <% um eine Achse, anschlieend
Spiegelung an Ebene | S, (Rethenfolge der Ausfiihrung
unbedeutend)



Beispiel: Regulares Tetraeder

>

|
>

Also: 6C,



Merke: » Im regularen Tetraeder sind die drei C,-Achsen
gleichzeitig S,-Achsen!

>
>
3TN
">



S: =C_,0,C_,6..nmal
Mitn = gerade —» &"=E
damit s"=C"

da C"=E folgt S"=E

Ebenso ist S™=C™ fiir m gerade

Beispiel: n = 6 erzeugt den Satz

Q e Ad_ AA A2
S6:GC6 S6 — . _C3
VRN Y S R "5 A5
86:GC6: 3 S6_GC6
~3 ~1 23 P A6_A6_"
S,=06C,=0C, =1 S, =C, =E

| | AIIg.:“ Eine S,-Achse mit n = gerade erfordert

die Existenz einer C,,-Achse



» S -Achse mit nfungerade
erzeugt 2n Operationen

Beispiel n = 5:

S. =oC, (=C.0)

S; =6°C2 =C:

S; = 6C:

4 4

Sy =C,

&5 _als g d.h. beide existieren
5 — Ot = O unabhéngig

&6 _ 6 _ A voreinander (nicht der
5 5 5 : —

Fall bei n = gerade)

S, =6C;

~8 ~3

Sy = Cy

S; = &6C;

S0 _¢-E

Wiederholung

der Sequenz



Inversion i : Punktspiegelung an Inversion-Zentrum i

i" =E n gerade

N

=M

I =1 mungerade

Kommutierende Symmetrieoperationen
Folgende Paare von Symmetrieoperationen kommutieren immer:

1. Zwei Drehungen um dieselbe Achse

2. Spiegelungen an zwei Ebenen

3. Inversion und eine beliebige Spiegelung oder Drehung
4. Zwei C;Drehungen um zwei C,-Achsen 1

5. Drehung und Spiegelung an Ebene 1 zur Drehachse.



ZU 1:

ZU 2.

........ ¥
pr 6y~ P



ZU 3:

ZU 4:

Plll . Pll
. 1
'0. ‘0‘
LN *
. o
e .
Can an?®



ZUb5:




3.2 Symmetriegruppen (Punktgruppen)

Unterscheidung: Punktgruppe — Raumgruppe

Punktgruppe: Alle Symmetrieelemente eines Molekdl
schneiden sich in einem gemeinsamen
Punkt, der durch keine
Symmetrieoperationen verlagert wird.

Raumgruppe: enthalten Symmetrieoperationen, die
Translation bewirken.

Nomenklatur: von A. M. Schonflies (C,, D, C., ...)



3.2.1 Die Kugeldrehspiegelungsgruppe, Ra:

= Symmetriegruppe einer Kugel,

hat oo viele C,-Achsen (durch Mittelpunkt)
o viele S -Achsen (durch Mittelpunkt)
o viele Spiegelebenen (durch Mittelpunkt)
Inversionszentrum |

Demnach: Ordnung h = oo

Die in der LFT auftretenden Symmetriegruppen sind
Untergruppen von R



3.2.2 Requlare Polyeder

Es gibt insgesamt 5 regulére Polyeder (= Platonische Korper)

Tetraeder: 4 gleichseitige Dreiecke, 4 Ecken, 6 Kanten
Waiirfel: 6 Quadrate, 8 Ecken, 12 Kanten

Oktaeder: 8 gleichseitige Dreiecke, 6 Ecken, 12 Kanten
Dodekaeder: 12 gleichseitige Fiinfecke, 12 Ecken, 30 Kanten
Ikosaeder: 20 gleichseitige Dreiecke, 12 Ecken, 30 Kanten



Octahedron
Tetrahedron Faces: 8 equilateral triangles
Faces: 4 equilateral triangles Verlices: 6
Vertices: 4 Edges: 12
Edges: 6
Cube
Faces: € squares Dodecahedron
Vertices: 8 Faces: 12 regular pentagons
Edges: 12 Vertices: 20
Edges: 30
Icosahedron
Faces: 20 equilateral triangles

Vertices: 12
Edges: 30



Aufbau:

n gleichseitige Flachen mussen gemeinsamen Eckpunkt besitzen
und nichtplanares (pyramidales) Gebilde aufbauen.

Beispiele:

3 gleichs. Dreiecke mit gemeins. Eckpunkt — Tetraeder
4 — Oktaeder
5 — JTkosaeder
3 Quadrate mit gemeinsam Eckpunkt — Wiirfel

3 gleichseitige 5-Ecke mit gemeinsame Eckpunkt

— Dodekaeder

Keine weiteren Maglichkeiten!



3.2.3 Die wichtigsten Symmetriegruppen von
Komplexionen

a) [MAg]-Komplex, regulares Oktaeder
Punktgruppe: O, Se
Symmetrieelemente: ———

Az, A -
A I\‘/Iﬂ 3(C,+0)+6(C,+0)+4S, + 1

>

2 ( ) bedeutet: C, 10
A
X=y=2 Mit Symbolen aus Kristallographie:
2L AMA = 90° 3(m+SE)+6(0+SE)+4A +Z7

Symmetrieoperationen:

E; 8C,; 3C,; 6C',; 6C, : Reine Drehungen



Da ein Inversionszentrum vorhanden ist, kommen hinzu:
iE = i; 8iC,; 3iC,; 6iC',; 6iC,: = h=48

Beispiele: [Ti(H,0)]3* (Jahn-Teller-aktiv), [Cr(NH,)¢]*",
[CoFe]*, [Fe(CN)e]*

b) Komplexionen der Symmetriegruppe D,

Dazu gehoren 4 Falle: 1



@ @

A (i
A
A (A A A/y
M
VL7 VAL
A A
[MA] [MA]
Oktaeder Oktaeder
gestreckt gestaucht
\_ J

N
z.B. Jahn-Teller-
Verzerrung von O,
X=Y#7Z
2L AMA = 90°

[MA,B,]
trans’
Z.B.
[Co(NH,),Cl,]*
trans

[MA,]
quadrat.
planar
Z.B.
[PdCI, )%
[Ni(CN),J>-



Symmetrieelemente fur Dy,
1(C,+0)+2(C,+0)+2(C,' +0) +1

Symmetrieoperationen

E; 2C,; 1C,; 2C',; 2C", : Reine Drehungen
G ~ J\ J \ _J

um z-Achse um Winkelhalbierende
X(y)-Achse zwischen x-, y-Achse

Da 1 vorhanden ist, kommen hinzu:
iE = i; 2iC,=2S,; iC, = 6, ; 2iC', =26; 2iC", = 26,

— Ingesamt 16 Symmetrieoperationen h = 16 fur D, -Gruppe



Merke: Ubergang vom regularen Oktaeder (O,) zum gestreckten
(gestauchten) Oktaeder (D,,) = Symmetrieerniedrigung
(Symmetrieoperationen gehen verloren!)

c) Komplexionen der Symmetriegruppe C,,
Zwel Falle mit KZ 6

1. [MA]-Komplex, ungleich gestrecktes bzw. gestauchtes
Oktaeder

>




T 4
2. IMA:B]-Komplex A

S
Va4

B

X

gegenuber D,, weitere Symmetrieerniedrigung
(weitere Symmetrieoperationen gehen verloren)

Symmetrieelemente:

1C, + 20, + 20,

Symmetrieoperationen:

E: 2C,(um 2); C, (2); 26, (xz, yz); 26,(c € z, WH(X,y))}

l h=8
(C,.C,HC)



Die Gruppe C,, ist Untergruppe von R;;, O, und D,

Beispiele:
[Cr(NH,):CI]?*, [Cu(NH,):H,0]%*, [Cu(CN):NO]*

d) Komplexionen der Symmetriegruppe C,,,

TZ
Zwei Falle AT B/y
: A4 W
1. cis-[MA,B,] N
z.B. cis-[Co(NH,),CL,]* A X
TZ
B P
2. trans-[MA;B,] ? WD Y
z.B. trans-[Co(NH,);(H,0),]*" A B/a
4
B X

gegenuber C,, weitere Symmetrie-
Erniedrigung (gehen weitere Symmetrieoperationen verloren)



Symmetrieelemente:
1C, + 1o, + 10,/

Symmetrieoperationen:

[ cis-[MA,B,]: E:
C, (um Winkelhalb. zw. x- und y-Achse Ul C,"in D,,)

< 6,' (cez,C,Us,inD,)
1

< | trans-[MA,B;]: E;
C,(um: x-Achse, UC inD )

6, (xy; 6, inD,,)

\_ 6,' (xz;U 6, inD,)



Alle Operationen in C,,, (fur beide Falle) kommen auch in D, vor,
somit: C,,, ist Untergruppe von D,;,, somit auch Untergruppe von O,
und R;.

e) Komplexionen (KZ 6) der Symmetriegruppe D,

)
P v
[Cr(ox)]* AR A7
[Cr(en),]** A M
A X

Symmetrieelemente:
1C; + 36'2 (polare 2-zahlige Drehachsen)

Symmetrieoperationen: E; 2C,; 3C, = h=6



Die in D, enthaltenen Operationen kommen auch in O,, vor. Somit:
D, ist Untergruppe von O, somit auch von Rg;.

f) Komplexionen (KZ 6) der Symmetriegruppe C,,
cis-[MA;B;]

A > Cs
B WA
/7

B<<

4
Y

B

Symmetrieelemente:
1C(polar) + 3

Symmetrieoperationen

E;2C,;36, = h=6



g) Regulares Tetraeder, T,

[MA,]-Komplexe

z.B. [CoCl,]*
Cu(CN),J~
CuCl,)*

Symmetrieerlg’mente:
35S, + 60 + 4C,

Symmetrieoperationen:

E; 863; 3&2 x,y,2); 6§4 = 6(c,C, (X,y,2));

. (Verbindungslinie zweier gegeniiber

65, = 6iC
Od A liegender Wrfelkantenmitten)

— h=24

T, Ist Untergruppe von O,,, und damit auch von Rg;.

Unterschied zwischen O, und T: T, hat kein Inversionszentrum.



3.2.4 Schema zur Ermittiung der Symmetriegruppe
(Punktgruppe) von Molektlen

(J. Chem. Educ. 43, 19 ,1966)

0—O
Ubungsbeispiele: Vi \\
HC/ JH
a) HZO — C2v : \
b) NH; — Cs, ? ’

c) H,O0, — 1) Nichtplanare Konfiguration (0 < § < 90): C,
1) cis-planare Konfiguration (6 = 0): C,,
1) trans-planare Konfiguration (6 = 90): C,,
d) Benzol — Dg,

e) PF: (trigonal-bipyramidal) — Dy,
f) Ferrocen 1) “staggered D 1i) “eclipsed* D, 3 3

g) Regenschirm (8 Ecken) “staggered ‘“‘eclipsed




thDmh TdyOh,*Ih;Ct,ClycsyDna;Dﬂ-h;Dank;Cm»CnSn

Special Symmetries l Proper Axis, C,
n = maximum

]
TdOhI}, Yes No
Dnh;DndyDn;Cnh:Cn.mCmSn C.nCi:Cl

S, (alone or with 1)

No

DnlnDnd:Danthn v;Cn
nC2..L Cn

Nol

Cnh;an Cn

[ 7]
Can Cry Cha




4. Darstellungen von Gruppen
4.1 Matrixschreilbwelise fur geometrische Transformationen

Die 5 Typen von Symmetrieoperationen Z P(X,y,2)

E;6,i,C ,S

lassen sich in Matrixschreibweise ausdriicken.
Beispiel: Punkt P(x,y,z) im kartensischen Koordinatensystem

Identitatsoperation: E P(x,y,z) = P(x,y,2)

1 0 0) (X)) (x)
O 1 OJ|yl|=|Yy]

O 0 1 y4 yi
\\ /)\/ \ </

~

I (é) = . Einheitsmatrix‘ = Transformationsmatrix

Matrizen-Multiplikation!



Spiegelungen: 5(xy): (10 0)(x) (x)
0 1 0 |y|=] vV | x(6)=1

w0 Ylz) -z)
I’ (6(xy)) = Transformationsmatrix

WAL
loo 1) X
T (502)
02): (30 9 ()

| 0 1 Offyl[=][Yy [ x(6)=1

Lo 0 1)z) 2
O 2 Y
I (s(yz))

D.h.: Vorzeichenwechsel fir die Koordinate | o




Inversion: |(‘01 _01 EWH(;)IJ:ﬂ

Lo o 3Jle) (2]
T'(i)

Drehungen:

z.B. um z-Achse: — z-Koordinate bleibt unverandert
( 0)

d.h. I (Cg) vom Typ 0!
o0 1)

Zur Auffindung der tbrigen Matrixelemente in der xy-Ebene:



(X.y'.Z)

<, X =T COS®
. y=rsing
X (x,Y,2) X' =r cos(p+p)
y' =rsin( ¢+B)
X

Mit Additionstheoremen

cos (@ +[3) =cose cosf3 —sin ¢ sinf

sin (@ + ) =Ssin @ cosP + cose sin3



Erhalt man:

X'=r-COS® CcosSB—r-sing sin3
N ~ J \ _J

X y
= X-COoSp—Yy-sinf
y'=r-sin o cosp +r-cose sinf
Y
y X

= X-SIN3+ y-cosP

L =17

bzw. in Matrixschreibweise flr eine Drehung des Vektors um den
Winkel p um die z-Achse:



(cosBp -sinfB O0) (x) (x")

éBF(X,y,Z)z sinB cosp Oy

\_ /)
h'd

\Z )

_ F'(X',y',Z')

IF (éB) mit x(éB) =2-cospB+1

Transformationsmatrix ftir Drehung um den Winkel $ um die

z-Achse (Im Gegenzeigersinn)
Da  cosp = cos(—f) und

sinf = —sin(—P)
gilt flr entsprechende Drehung
im Uhrzeitsinn: (cosp
'€y =| -sinp

. O

sinf 0)
cosB O
0 1)




Drehspiegelung:
um z-Achse: S =

Bewirkt Vorzeichenwechsel von z
zusatzlich zu C -Wirkung

(cosB sinf  0)
IF(én)= -sinfB cosB 0 | (Drehung im Uhrzeiger)
L0 0 -1,

Die bindre Operation S_= &C_ in Matrixschreibweise:

Tscnilccy=I'es,) -‘



(1 0 O0)f cosp

O 1 O

0 0 -1,

—sinf
. O

sinf 0) ( cosp sinf 0 )
cosp O

0

1

N

—smf3 cosp O
0 0 =y




4.2 Definition der Darstellung einer Gruppe

Beispiel I: Gruppe C,, (gleichseitiges Dreieck) mit Vektorpaar
(r, r,) gemaR:

H_J
= Basis

Aufgabe: die betragsgleichen Vektoren r und r,sollen den
Symmetrieoperationen der Gruppe C,,
(E; 6,, 6,. 6,; C,, C2) unterworfen werden.



Wie lauten die Transformationsgleichungen und
Transformationsmatrizen?

Die neuen Vektoren, die unter der Wirkung einer

Symmetrieoperationen R aus (‘ ?2) hervorgehen, lassen sich als
Linearkombinationen aus r, und r, schreiben:

— Transformatlonsgleichungen

122 1. Index: Zeile
Rr =1 ZF(R)z,lrl +T(R),,T, 2. Index: Spalte
Allgemein




F(Ii)i,j: Zahlen, die von der jeweiligen Symmetrieoperation R
abhangen. In Matrixschema zusammengefasst:

. SN Wirkung von Rauf
IF(F}):LF(R)M C(R)., 1 Vektor r (L. Spalte)

1

NG r(li)z,zJ Vektor r, (2. Spalte)

Damit lauten die Transformationsgleichungen in Matrixschreibweise:

J

(T(R),, TR),)rt) [
Lr(fe)z,l r'(R),, JL J L

,\Fl ,_Hl



Transformationsgleichungen und I[-Matrizen fiir obiges Beispiel
(C3V):

Er =r . (1 0)

. fl E(E):L J

Er, =, | 0O 1

6,1 = -1, . (-1 0)

a) Tl )

o,I, =TI, 0O 1

Ubung

62;1:%;1_73;21 IFA _(% ‘73\
~ 3 .. 1. (62)_Lﬁ 1J
G, = =% L35 2 "2
63;1:%F1+73F21 T (e _(% g\
~ g 1. (63)_Lﬁ 1J
GsrzzTrl_Eer 2 T2



(Drehung der VVektoren im Uhrzeigersinn!)

C,n = _%G_TgrzL ]]__‘(é): %

Cr =By _ a1y ° Lﬁ ;J
3'2 2 17 2 2J 2 2

nev a7, i 5

Con = _%'1"'73 21 ]]._‘(CAZZ):(_% 73\

fo— _ _ 3 B

Csrz_ _Tsrl_%er L'TB %J



Beispiel 1l:  Vektorpaar (r', r, ) im gleichseitigen Dreieck (C,)
gemal:

Transformationsgleichung und I"'-Matrizen fiir die
Symmetrieoperationen von C,, auf (r', r,'):



ENIE

-r:.Ll’ r.2 1

im

Uhrzeiger drehen




Die Vektorpaare (r, r,) und (r', r,) sind nicht unabhangig
voneinander, da (r, r,) sich durch (', r, ") und umgekehrt (', r, ")
sich durch (r,, r,) ausdriicken lassen, durch die Transformations-
gleichung:

i=1 S,; und S sind Zahlen, in Matrixform:
= 1
2 S = (81,1 81,2\ S—1 _ (81,1 S1,2\|
‘I_ _1‘I. g — — - — —
ri_ZSi,j fjo U= 1,2 LSM Sz,zJ Ksz,ll S2,12)

S,; ist die ,,Umkehrung* der Transformation zu S;;, aber nicht
notwendigerweise das Reziproke von S; ;.



Vergleich von (r, rymit(r', r,):
P-Li-3i] (£ )
r,'=0-r +1-r, L0 1)
E:%a—l—%a S_lz(% %\
ARSIy o 1)
Es ist nun
Y& =) (1 0 -
ssio{z =% (1 O\ Ig
L0 1)lo 1 LO 1J

Es gilt die wichtige Beziehung:

I'R) = sl (R)s | fur alle R

(,,Ahnlichkeitstransformation")



Beispiel:

. BBy Bz LN g .
S]]_"(Cs)s_lzl(z z\l 2 2 NN :( 1 1\2]]__‘(C3)
CHEY C Y IR R CRY
Zusammenfassung:

Wir haben gefunden, dass den Symmetrieoperationenen Reiner
Gruppe Transformationsmatrizen IF(R) zugeordnet werden
konnen:

N

R —» [(R

Damit muss durch die Multiplikationstafel fur die Trafo-Matrizen
I'(R) gleich derjenigen der Symmetrieoperationen R sein.

Somit muss auch gelten:
PQ=R - [Pl =Ir)

(Verknipfung ist Nacheinander-  (MVerknipfung ist
ausfiihren der Operationen) Matrizenmultiplikation)




Beispiel: G,0, = C§ bei Drehung des Vektors im Uhrzeigersinn!

1 0y & -—BY (1 B

. A ( % 2 | 22

1
p p



Satze uber Darstellungen

) Eine Menge (quadratischer) Matrizen I'(P), [(R).I'(Q),... ,
die sich den Elementen P, Q, R,... einer Gruppe so zuordnen
lassen, dass jedem Produkt zweler Gruppenelemente das
Produkt der zugeordneten Matrizen entspricht,

PQ=R = ['(P)IR)=I (Q)

nennt man eine Darstellung 1" der Gruppe.

1) Eine Darstellung hat die Dimension n, wenn die
zugehorigen Matrizen n Zeilen und n Spalten (= Dimension des
Basissatzes) besitzen.



[11) Die Dimension einer Darstellung von
Transformationsmatrizen wird durch die Anzahl der zu
transformierenden Basisvektoren bestimmt.

1\/) Alle (quadratischen) Matrizen einer Darstellung haben die
gleiche Dimension (ansonsten ware eine Matrixmultiplikation
nicht moglich).

V) Eindimensionale Darstellungen, deren Matrizen alle gleich 1
sind, heilen ,,1dentische‘ Darstellungen (oder total-
symmetrische Darstellungen).

V1) zwei Darstellungen Ilund II" zwischen deren Matrizen I(R)
und I"(R) eine Beziehung

I'®)=sl(r)s™ firalleR
., Ahnlichkeitstransformation*

besteht, heiRen aquivalente Darstellungen.




4.3 Charaktere

Die Summe der Diagonalelemente einer Darstellungsmatrix

(F(R)l,l F(R)l,z 1_‘(R)l,l \
X (R (R =
]F(R) _ ( .)2,1 ( .)2,2 : F( .)Z,I
r(R),, TR, = TR,

nennt man den Charakter

y L ®R)-TR),,+ T(R),,+ - +T(R),,

Die Gesamtheit der zu einer Darstellung ]IFF gehorenden
Charaktere y(I(R)), xL(P)), ... heiBt ,,Charakterensystem<
dieser Darstellung.



Beispiel: Darstellung I und I'' der Gruppe C,, aus Abschnitt 4.2

Operation | Fur Basis (r,r): Fir Basis(r', r, ") :
R |Charakter  y(I'(R)) |Charakter y(I'(R))
£ [1+1=2 1+1=2 }+ Klasse 1
5, |-1+1=0 ~1+1=0 \
G, |2-%=0 1-1=0 > Klasse 2
G, Yo—-1 =0 0-0=0 )
C, |-%-%=-1 .|
_ - Klasse 3
C, |-%-%=-1 0-1=-1
1 i)

Aquivalente Darstellungen
— y(R) gleich



Wir stellen fest:

1) Aquivalente Darstellungen haben gleiche Charakterensysteme

Umgekehrt gilt:
Haben zwei Darstellungen gleiche Charakterensysteme, so sind

sie aquivalent (unterscheiden sich hochstens durch eine
Ahnlichkeitstransformation).

2) Charaktere, die zu Elementen der gleichen Klasse gehoren, sind
gleich. Der Charakter ist eine Klassenfunktion.



4.4 Reduktion von Darstellungen

Eine Darstellung I ist reduzibel, wenn es eine Ahnlichkeits-
transformation gibt, durch die alle Matrizen dieser Darstellung in
folgende gleiche Form gebracht werden:

quadratische Untermatrizen langs der Diagonalen

Die Darstellung [l zerfallt dann in die Darstellungen II;, 1T, II',,

... mit niedrigeren Dimensionen.
II'= I 410, +10T ...
wobei II'; T, (P), I. (Q), ...



Eine Darstellung heiflRt irreduzibel, wenn keine Ahnlichkeits-
transformation existiert, die die Darstellung zum Zerfallen in
Darstellungen niedrigerer Dimensionen bringt.

Eine Reduzible Darstellung II" kann stets nur durch genau eine
Ahnlichkeitstransformation in ihre irreduziblen Bestandteile

I I I’ zerlegt werden:
1, 2, o o o k

I=n I, + 0,0, + 0,01, = Eilni]lfi

n; gibt an, wie oft ]IFi in der reduziblen Darstellung Il enthalten ist.



4.5 Charakterentafel:
Satze uber Irreduzible Darstellungen

Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen einer Gruppe werden
In einem quadratischen Schema = Charakterentafel

zusammengefasst:
z.B. fur die Gruppe C,, (NH;, BF,)
Punktgruppensymbol
l Klassen
Csv| E 2C, 3o,
e Al 1 1 1 7 X2 + y2’ 22
Irreduzible
Darstellungen Y A 1 1 . R,
(Mulliken) E 2 -1 0 X, ¥) R R)) | (X2-y2 xy) (Xz,yz)
1 C I y 11 IV
YT

Charaktere



Dazu folgende Regeln:

Bezeichnungen nach Mulliken:
A: eindimensionale irreduzible Darstellung mit (C.)=1 d.h.

symmetrisch beziglich Drehung um 2x/n um C_ (Hauptachse)

B: eindimensionale irreduzible Darstellung mit  (C )=-1, d.h.

antisymmetrisch beztglich Drehung um 2x/n

E: zweidimensionale irreduzible Darstellung

T (F): dreidimensionale irreduzible Darstellung



Indizes 1,2:  Unterscheidung von irreduziblen Darstellungen gleicher Dimension

Index 1: symmetrisch beztglich C,LC, ., bzw. beziglich o, L C
(falls C, fehlt)

Index 2: antisymmetrisch beztiglichC, L C_ , bzw. bezlglicho,, L C_

ax

Beistriche ', ": Unterscheidung beziglich o;:

" falls lll;.; Symmetrisch - beziiglich o,

" falls [T, .4 antisymmetrisch

Indizes g, u:  Unterscheidung beziiglich Inversion i. Falls i vorhanden,

erscheint jede ]]Tirred_zweimal, mit

g: gerade, falls [ ., Symmetrisch beziiglich Inversionszentrum i

u: ungerade, falls ]]Erred_ antisymmetrisch beztglich Inversionszentrum i



Feld 111 (Charakterentafel):

enthalt Koordinaten x, vy, z

(infinitesimale) Drehungen um diese Achsen R,, R, R,

Unter den Operationen von C,, verhalten sich x, y, z; R,, R, R,
unterschiedlich.

An Hand der Trafo-Matrizen:

(1 0 0) (cos2 -sin2® 0) (-1 0 0)

E:{0 1 0 C,sinZ cosZ 0 c,: 10 10

0 0 1) .0 0o 1, . 0 0 1,
y

— /\ mit Basis L

X

sieht man:



1) 7' = I (R)z st eine Funktion von z allein; enthalt keine
Anteile von x und y!

=) D.h. z bildet fur sich eine Basis zur Darstellung: I[,=A,
(total symmetrisch unter allen R)

2) x und y mischen in allen Trafo-Gleichungen
Rx = X' =(R), ,x + T(R),,y
Ry=y =T(R),,x *T(R),,Y  keine Anteile von z!

(x,y) gehéren zusammen und_ bilden Basis fir eine

(irred.) Darstellung fur sich: ]]Fx’y = E

" X,y transformieren unter C,, nach der

irreduziblen Darstellung E "



D.h.
Die 3D Trafo-Matrizen sind unter C,, ,,blockdiagonalisiert®, d.h.
zerfallen in Untermatrizen

= C

3 le

cos2 -sinZ) (-1 0)

T (1 0) (
| LO 1J Lsinz—;‘ COS%‘J LO 1J
I (1) (1) (1)



Rotation R,, R, R;:

R,: Darstellung ist
A A
ER =R,

4 CR, =R, ~11 -1 Il =A,
cSVI{z — (_I)RZ J

R,, R,: transformieren wie E (analog x, y)



4.6 Satze Uber irreduzible Darstellungen

1) Zu jeder Gruppe gibt es genau so viele (nicht aguivalente)
Irreduzible Darstellungen, wie die Gruppe Klassen hat.

Beispiel:
T4 5 Klassen (E, 8C;, 3C,, 6S,, 65,)

5 irreduzible Darstellungen (A, A,, E, T, T))
O,: 10 Klassen

10 irreduzible Darstellungen

2) Die Quadratsumme der Dimensionen I, I,, ..., 1. der nicht

aquivalenten irreduziblen Darstellungen IT",, I, ..., IT',

einer Gruppe ist gleich der Ordnung h der Gruppe:

S 2=
i=l1




Beispiel: C,,

C,, mit h = 6 und 3 irreduziblen Darstellungen:

|, + 1,2 + 132 = 6, nur moglich mit

12+ 12+ 2%2=6,d. h.

2 eindimensionale (A, A,) und 1 zweidimensionale (E)
Irreduzible Darstellungen

Die Gruppe O, mit h =48 und 10 irreduzible Darstellungen:
= 4x12% + 2x22 + 4x32 = 48

3) Die Summe der quadrierten Charaktere einer jeden irreduziblen
Darstellung fur alle Symmetrieoperationen ist gleich der

Ordnung h der Gruppe.
R)* |=h
> R

R




Beispiel Cs,:

Cs, = 2C, 30,
A;:1.12+2:12+3:1°=6 A |1 1 1
A2:1'12+2'12+3'('1)2:6 A, 1 1 1
E: 1.22+2-(-1)°+ 3-:(0)?=6 c 5 1 0

4) Die ,,Vektoren®, deren Komponenten die Charaktere zweier
verschiedener irreduzibler  Darstellungen sind, sind

orthogonal: Ry (R) -
E V(R (R) =0 flir 1# ]

Beispiel Cs,;:
A 1A111+21-1+3:1-(-1) =0
A 1E1.1.2+21-(-1)+3-1:(0) =0



4.7 Symmetrieeigenschaften von Atomorbitalen in
Molekulen beliebiger Punktsymmetrie

Benutzen Charakterentafel Felder 111 + IV

Beispiel 1: Orbitale des P in PCl; (C;,)

A;ls, p,, d2
Jedes AO fir sich bildet eine (eindimensionale)
Basis zur irreduziblen Darstellung A,
(das s-Orbital besitzt keine Winkelabhéangigkeit,
transformiert deshalb immer nach der
totalsymmetrischen Darstellung A,)

A, keine Atomorbitale besitzen A,-Symmetrie

E: (0 Py), (dy2y2, dyy), (dy,, dy,). Jede dieser 3
zweidimensionalen Basen transformiert nach der
Irreduziblen Darstellung E.



Beispiel:  Tetraedrische Molekdle

Charakterentafel fur T,-Symmetrie

T4 | E8C; 30, 6S, 60y

A, 01 1 1 1 1 X2 + y+ 72
A, | 1 1 1 -1 -1

E | 2 -1 2 0 O (z%, X% - y?)
.13 0 -1 1 -1 (RuR,R)

1 3 0 -1 -1 1 (X, Y, 2) (Xy, Xz, yz)

a) CH, nur s- und p-Orbitale am zentralen C-Atom
A: S Das s-Orbital ist total symmetrisch und bildet eine
eindimensionale Basis zur irreduziblen
Darstellung A,
T,: (Px Py P,) Die drei p-Orbitale des C-Atoms bilden eine
dreidimensionale Basis zur irreduziblen
Darstellung T,



b) Tetraedrische UM-Komplexe
s-, p- und d- Orbitale am Zentralion sind an -
Molekdilorbitalen beteiligt

A:S h
gehen in c-MO-Diagramm fir
E: (d,, dy.y2) >~ tetraedr. Molekiile/Komplexe
ein

TZ: (px’ py1 pz)’ (dxy’ dxz’ dyz) %

Durch Symmetrieklassifizierung mit Anwendung der
Reduktionsformel findet man, dass die Orbitale mit E- und T,-
Symmetrie auch fir n-Bindungen zur Verfligung stehen.



4.8 Reduktionsformel

Haufig vorkommendes Problem:

Gegeben ist eine (reduzible) Darstellung Il einer Gruppe.

Frage: in welche irreduzible Darstellungen zerfallt diese (z.B. bel
Symmetrieerniedrigung)?

,Ausreduzieren“ der reduziblen Darstellungen Il mit Hilfe der
Reduktionsformel

1 ) )
n]IF_ = E;XE(R) X]]r (R)




Reduktionsformel

1 ) )
n]IF_: ZZR: Z]]r-(R)Z]]lﬂ (R)

I gibtan, wie oft die irreduzible Darstellung IT',
In der auszureduzierenden Darstellung ]I, enthalten ist;

h Ordnung der Gruppe;

4 T (R)  charakter der Symmetrieoperation f{ In der
i iIrreduziblen Darstellung ]Iri :

X T (R)  Charakter der Symmetrieoperation f{ In der
' auszureduzierenden Darstellung T ;

Z Summe Uber alle Symmetrieoperationen f{



4.9 Anwendungen der Reduktionsformel
4.9.1 MolekuUlorbitale und MO-Diagramm ftr Tetraedrische

Molekule/Komplexe
Nur c-Bindung (z.B. CH,)

TZ Insgesamt 4c-Bindungen: 7, 7, 7, 7,

Aufsuchen der reduziblen
Darstellung, flr die der Satz
(7,7,7, 7, )eine Basis bildet.
Mit der Transformationstafel:

OGO | (R
E|R B B ORI 4
C(4B)| 7 7 K K| 1
A 0 In Pfeilrichtung blickend
,\ ) rechts drehen!
S |7 #n nBoh 0
c,(BA4B,) | n n, 1 h 2




Wir finden als (reduzible) Darstellung:

~A

E

8C, 3C,  6S, 66,

HFtetraedr

4

1 0 0 2

In welche irreduziblen Darstellungen zerfallt ]]lﬁtetraedr unter T, Symmetrie?
Wir benotigen dafir die Charakterentafel fur T :

~

~

To | B |8G 3G |65 | %%  prit der Reduktionsformel:

A, 1| 1| 1] 1] 1

A, o N Y N 1 A A
E 2| 4| 2| of o T :ZZZred(R)Zirr.(R)
T, 3| o] -1 1] -1 | R

T, 3| ol 1| 1| 1

Na, = 1/24 (1414 811+ 3:0-1+6:0-1+6:2:1)=24/24 = 1

Na, = 1/24 (1:4-1+ 811+ 3:0-1 +6:0(-1) + 6:2:(-1)) = 0

Ne = 1/24 (1-4-2 + 8:1-(-1) + 3-0-2 + 6:0-0 + 6:2:0) = 0

Ny, =1/24 (1-4:3+8:1:0 + 3.0:(-1) + 6:0-1 + 6:2:(-1)) = 0

Ny, =1/24 (1-4:3+8:1:0+3-0:(-1) + 6:0-(-1) + 6:2:1) = 24/24 = 1



Also: TT....=A + T,
d.h. die4 MO‘elI (7, A, 7, 7;)
flr die 4 -Bindungen mussen gebildet werden aus
1 Orbital von A;-Symmetrie: s
3 Orbitalen von T,-Symmetrie:  (p,, Py, P,)
oder

(dxy1 dxz’ dyz)
oder beide Basen

*

* Es hangt vom Zentralatom ab, ob p-Orbitale oder d-Orbitale im Tetraeder
(oder beide Basen) beteiligt sind.
z.B. p-Orbitale in: CH,, SiF,, AICI,", ZnCl



Aus diesen konnen nach Pauling (VB-Theorie) 4
Hybridfunktionen gebildet werden, z.B.

Y, =3ls>+3|p,>+3|p, >+3]p, >

— 1 1 | 1
Y,=21s>—21p.>+21p,>—21P.>

— 1 1 1 1
Yi=zls>+2(p.>—2lp,>—2|P.>

— 1 1 1 1
Y,=21s>=3lp,>—2lp, >+2[p. >




Symmetrieadaptierte Ligandengruppenorbitale (SALC =
Symmetry-Adapted Linear Combinations) zur Erstellung des MO-
Diagramms werden entweder ,,per inspectionem® oder mit Hilfe
von Projektionsoperatoren gefunden.

Per inspectionem:
A,-SALC: muB ebenfall A;-Symmetrie haben, d.h.
O, = %(0'] +0,+0,+0,)

Daraus die MO‘e vom A,-Typ gemal3:

C[)‘;11 = L{s%%(al +0,+0, +c74)}

V2

,,Bindend*

,,Antibindend*



T,-SALC: 12

4
Fur MO mit p,: ®2=%(01—02—0'3+0'4) ;\ —{
1

Py D, _2(0-1 o, +0;,—0,) i
|

v Py —2(0'1+0'2 c,—0,) @//

Fur d-Orbitale analoges Vorgehen.

Die SALC-Funktionen konnen auch mit Hilfe von
Projektionsoperatoren gefunden werden (spater).
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A-Atom

MO-Diagramm fur tetraedrische AB,-Molekle
(nur o-Bindung!)



Die 3 T,-o-Wechselwirkungen




b) n-Bindung

X1 7 |B1

Figure 8.10 A set of vectors representing the z-type p orbitals on the four B atoms
of a tetrahedral AB, molecule.

p-Orbitale der B;-Atome reprasentiert durch x;, y; 1 oc; (= z;)
Orientierung der Vektorpaare X;, y; so, dal y; || XY-Ebene

Fur die 8 \ektoren x;, y; (I = 1,...4) erhalt man mit den
Symmetrieoperationen R(T,) folgende Darstellung:

T, = 8C, 3C, 6S, 6,
4 8 -1 0 0 0
tetr.




Zur Erinnerung: :
~ COS
Drehmatrix 1'(C ) = (cosp  sinf)

(Gegenzeiger!) . L—SinB COSBJ
T(E.) = |(c052—:,f sinz) (1 8
° | —sinZ cosZ L @ J

C,-Drehung um z;-Achse mischt
die p,., p,.-Orbitale an den B;-Atomen.

% X(C,)=—1

Ausreduzieren mit Reduktionsformel und y-Tafel flr Tg-
Symmetrie liefert:

I\)|H

TX=E+T,+T,

tetr.



D.h. In Tetraheder transformieren die p, und p,-Orbitale der B-
Atome wie E, T,, und T,.

Die y-Tafel fur T, zeigt, da am A-Atom zur n-\WWechselwirkung
zur Verfligung stehen:

E:d,, dy.

T,: keine

T2: (px1 py1 pz)1 (dxz’ dyz7 dxy)

SALC von T;-Symmetrie der B-Atome =» nichtbindende MO‘e

Qualitative MO-Diagramme fur AB,-Tetraeder:

!



A atom Molecular B atom

orbitals orbitals orbitals
To(o*, %)
/ R
ds: Aq
To(a®, m*)
% E(m*)
3d: E, T,
pa SALC's:
A[. T2
Ti(m) { pr SALC's:
E, T, To
A1(0), To(0) | e —
E(r), To(m) | ————————
as SALC's:

Ai(0), Ty(0) _— Ay, T2

F igure8.11 An approximate MO diagram for a tetrahedral AB, molecule or complex,
Where A is a +2 ion from the first transition series and the B’s are O or Cl atoms.



ng=1/24 (1-2-7 + 8-(-1)-1 + 3-2:(-1) + 6:0-:(-1) + 6:0-(-1)) =0

Ny =1/24 (1-3-7 + 8:0-1 + 3:(-1)-(-1) + 6-1-(-1) + 6-(-1)-(-1)) =
1

Ny, =1/241-3-7 +.8:0-1 + 3(-1)(-1) + 6:(-1)-(-1) + 6:1-(-1)) =
1

Ergebnis: =A,+T,+T,



4.9.2 Ligandfeldtheorie: Aufspaltung von entarteten LF-Termen
bel Symmetrieerniedrigung

Beispiel:
E@J e
o), Anzahl und
D 7 Symmetriebezeichnungen
T e der Spaltterme?
(5) o Tog e P
(3) e
Oy Dyn
Freies  Komplexion Komplexion
lon Im LF Im LF
von von

O,-Symmetrie  D,,-Symmetrie
(z.B. tetragonal
gestauchtes Oktaeder)



Verfahrensweise flr

ng(Oh) - > ?
Symmetrie-
erniedrigung
nach D,
1. Schritt:

Feststellen, welche Symmetrieelemente die Gruppen O, und D,
gemeinsam haben und aus welchen Klassen von Symmetrie-
operationen unter O, die Klassen von D, hervorgehen.

Man findet (vgl. Abschn. 3.2.2 a) und b)):



Symmetrieoperationen flr

0, (1=48) | Dy (h=16)

= — E
3C2 i: C2
2C7, Merke:
6C, 2C, C3—Operat|o-nen treten
) » unter D, nicht mehr auf.
6C, —— 2C7, Aus diesem Grund sind die
i . 8 C;-Operationen und die
: _ 8 1C5;-Operationen in der
31C, i: 1IC, = o, Liste unter O, (h = 48)
2iC’, = 20, nicht aufgeflhrt.

6iC, —— 2iC,=2S,
6iC’, —— 2iC’"’, = 20,



2. Schritt:
Fur diese Klassen von D, das Charakterensystem von T,,(O;) aus der
Charakterentafel fur O, aufschreiben:

Oy E 803 302 604 60, t 8:C3 3703 6:04 610,
Aig 1 | | | 1 1 1 | 1 1 || Iy
Aiu | 1 1 | 1 -1 -1 -1 -1 -1
Azg 1 | 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 || I
Azy 1 | 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1
Ey 2 -1 2 0 0 2 -1 2 0 0 || I}
By 2 -1 2 0 0 -2 1 -2 0 0
Tig 3 0 -1 1 -1 3 0 -1 1 -1 || I
T1u 3 0 —1 e 0 1 -1 1
Tay 3 0 -1 -1 | 3 o -1 -1 1. I's
Tou 3 0 -1 -1 1 -3 0 1 1 -1

Da C,;-Operationen unter D, nicht mehr existieren, lautet das Charakterensystem

von T,,(0,,) fur die Klassen von D!

=

2C,

C,

2C,

2C"
2

2S,

20"

20,

3

-1

-1

-1

1




3. Schritt:

Mit Hilfe der Reduktionsformel und unter Verwendung der
Charakterentafel fur D,y priafen, ob die Darstellung T,,(O,) bei
Symmetrieerniedrigung nach D, reduzibel ist und, falls ja,
welche irreduziblen Darstellungen der Gruppe D, In der
Darstellung T,,(O;) enthalten sind.



20y Cs 205 205 i 28:¢ on 200 204

Dyp E
4, | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1|
A1y 1 1 1 1 i -1 -1 -1 -1 -1
4, | 1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 |
A | 1 1 1 =1 -1 -1 -1 -1 1 1
Big B | 1 1 -1 Y | 1 1 -1 I's
Biy 1 -1 | 1 -1 -1 1 -1 -1 1
By || 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 |rs
By, I | 1 -1 1 -1 Y | | . |
E, 2 0 -2 0 o0 2 0 —2 0 o0 |7s
Ey 2 -0 -2 0 0 -2 0O 2 0 _0

E ‘ 204‘ c, ‘zc:'2 ‘2(:"2‘ i ‘ 28, ‘ o, ‘ 2, | 20,
y = 3‘-1‘-1‘-1‘1‘3‘-1‘-1‘-1‘1

1 .
Mary=1g {1°1-8+2-1- (=) +1-1-(=1)+2-1-(=1)+2-1-1
+1:1-342-1+(=1)+1-1-(=1)+2-1-(=1)+2-1-1} =0,

nA1,=%ﬁ—{1-‘1-3+2-1'(_1)+1.1-(—1)+2-1-(—1)+2-1-1
+1-(=1)-3+2-(=-1)-(-1)+1-(-1)-(-1)+2- ( =1)-(-1)
+2-(-1)-1}=0,



Dyp, E 204 Ca 203 203 t 2814 on 200 204
4, | 1 1 1 1 1 1t 1 1 1 1|
A1y 1 1 1 1 i -1 -1 -1 -1 -1
4, | 1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 |
A | 1 1 1 =1 -1 -1 -1 -1 1 1
Big B | 1 1 -1 Y | 1 1 -1 I's
Biy 1 -1 | 1 -1 -1 1 -1 -1 1
By || 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 |rs
By, I | 1 -1 1 -1 Y | | . |
E, 2 0 -2 0 o0 2 0 —2 0 o0 |7s
Ey 2 -0 -2 0 0 -2 0O 2 0 _0

E ‘ 204‘ c, ‘zc:'2 ‘2(:"2‘ i ‘ 28, ‘ o, ‘ 2, | 20,
y = 3‘-1‘-1‘-1‘1‘3‘-1‘-1‘-1‘1

Mong= 1o{l- 1342+ (=) (=1)+1-1-(=1)+2- (=1) - (—1)
4+2:1-141-1-342-(=1)+(=1)41-1-(=1)+2-(=1)- (1)
+2-1-1}=1,

ne, :11—6{1-2-3+2-0-(—1)+1-(-2)-(—1)+2-0-(—1)+2-0.1
+1-2:342-0-(=-1)+1-(-2)-(-1)+2-0-(—-1)+2-0-1}=1,



Ergebnis:

In der Oy-Darstellung T,, sind je einmal die irreduziblen
Darstellungen B, und E, der Gruppe D, enthalten:

TZg(Oh) =By, (Dan) 0 E, (Dan)

Analog ist mit dem Term E (O, zu verfahren. Man findet:
Eg(oh) — Alg(D4h) + Blg (Dgn)

(s. Korrelationsschemata B.13)



Analog ist mit dem Term E (Oy) zu verfahren: E (Oy) — A;4(Dyp) + B14(Dyp)
Zusammenfassung der Resultate in sogenannte Korrelationsschemata

a) fur Untergruppen von Op b) fiir Untergruppen von Dyj
On T Dyp Ds Dyp Cav Cav

Ay Ay Aig A Aig Ay A
Aiu As Aiu A Aiu As As
Asg A2 Big As Aag Az By
Agy A, B u A2 Agy A, B2
B, E | AgiBiy, | E B, B Ay
Ey E Aiu+ Biu| E By Bs A2
Tig T, | Asg+E, | As+ E Bag Bs B:
Tiu Tz, Azu"i‘Eu AE—E'E B2y o B; Bs

Toy T Bey+E, | A1+ E E, E A2+ B

- Toy-. Tl 'Bﬁu-f'Eu Al‘i'E Ey E Al“i‘ B

Beispiel fur die Anwendung dieses Schemas:

Frage: Welche irreduzieblen Darstellungen von C,, sind in der irreduziblen
Darstellung T,,(O,) enthalten?



Antwort:

Bzg(D4h) g Bl(C2v)
TZQ(Oh) ol

AZ(CZV)
EDw)
BZ(CZV)

=B,(C,) + Ay(Cy) + B,(C,,)



4.9.3 Molekulorbitaltheorie fur H,O-Molekdl;

Projektionsoperator
. Gruppe C,,
o 1. Schritt:
y Basisfunktionen:
> O: (1s), (25), 2Py, 2P, 2,
H,: 1s,
/ . Oy
2. Schritt:

Transformationseigenschaften der Basisfunktionen unter den 4
Symmetrieoperationen der Gruppe C.,: E,C,, 6,, 6,

1s und 2s sind invariant, gehdren demnach zur (totalsymmetrischen)
irreduziblen Darstellung A;.



Die dbrigen 5 Basisfunktionen bilden einen Minimalsatz, der 5-

dimensionale

Transformationsmatrizen,

und damit

eine

5-

dimensionale Darstellung, fur die in C,, vorkommenden Symmetrie-

operationen erzeugt. z.B.:

EVY =(2p,.2p,.2p,.1s,.1s,)

(1

CZ‘P =(2p..2p,,2p..1s,,1s,)

o OO = O

O O = OO

oS = O O O

oS O = O O

0)

— O O O O

(1

oo O = O

o O = O O

o = O O O

0)




1 0 0 0
1 0 0 0 0

(0

0

1

0 0 0
0 0 0 0

Yy

oV =(2p,.2p,.2p. Is;,1s,)l0 0 1 0 0

-1 0 0 0)
0O 0 0 O

(0

—1

0 O
O 0 0 1

0

0

'Y =(2p,.2p,.2p,15,1s,) O

O-V



Die Transformationsmatrizen und das Charakterensystem der 5-
dimensionalen Darstellung lassen sich mit Hilfe der
Transformationstafel schnell auffinden:

Operation
E|C |6, |3
G, Basis Orbital

y Px Px | Px | By | Py

Py Py | Py | Px | P

> P, o, | P | P | P

S S; | S, | S S,

S, S, | Sy | S, S,

. w(R) 5 | -1 | 3 1

Charakterensystem = 5-dimensionale Darstellung Il



3. Schritt

Ausreduzierung der 5-dimensionalen Darstellung II' mit Hilfe der
Reduktionsformel

=— Z o (R)X]IF(R)

e A

C o o

2 v v

wR)| 5 | 1| 3|1

und der Charakterentafel fur die Gruppe C,,

Cy| E |C, |6, |G
Al 1 1 1 1 nAl: 1/4:1'1'54'1-1-(-1)+1-l-3+1-1-1]:2
Na: %[1-1-5+ 1-1-(-1) + 1-(-1)-3 + 1-(-1)-1]
A 111 ]-1]-1 A2 :
2 Ng,. Ya[1-1:5+1:(-1)(-1) + 1-1-3 + 1:(-1) 1]
B, | 1 (-1]1)-1 Mgt Ya[1-1-5 +1-(-1)-(-1)+ 1-(-1)-8 + 1-1-1]
B, | 1 |-1|-1]|1




Also: II'— 2A, + 2B, + B,

Demnach sind die im 5-dimensionalen Minimalsatz enthaltenen
Funktionen von den Symmetrietypen a,, b, und b,.

Nur Atomfunktionen vom gleichen Symmetrietyp konnen zu
Molekulorbitalen kombiniert werden.



4. Schritt

Klassifizierung der Basisfunktionen nach thren Symmetrie-
eigenschaften (— Symmetrieorbitale) unter Verwendung von
Projektionsoperatoren.

Definition des Charakterenprojektionsoperators Q*
S LA A
Q"=—> x“(R)R
h

fe: Dimension der irreduziblen Darstellung IT'*
h: Ordnung der Gruppe
¥’(R) : Charakter der irreduziblen Darstellung IT'~ zur
Symmetrieoperation R

R': Inverse Operation zur Symmetrieoperation R



Damit lauten die hier vorkommenden Projektionsoperatoren:

~ 1-/\ ~ A A

QY ==|E+C,+6,+6,
4-

~ 1-,\ ~ A a

Q" =—|E-C,+6,-6'
4.

2 1-’\ ~ ~ ~

(QB2 :Z E - 2_GV+GV

Projiziert Funktionen

aus vom Typ

Anwendung dieser Projektionsoperatoren auf alle im Basissatz
vorkommenden Funktionen (Orbitale) (s. Transformationstafel):

A A, _l
Z-B- Q |pX>_4

A Ir

Q™ |Py> =7

Px =P TP, =D, |

Py =Py TPy — Py

=0

=()

d.h. |p,> und [p,»> sind keine Orbitale vom Typ a;.



Q™ |p

|

z)=z[pz+pz+pz+pz]=lpz>

d.h. |p,» ist eine Funktion vom Typ a;.

|

A A |
QA1 ‘31>:QA1 ‘Sz>:Z[Sl+sz+sl+sz]25|s1+sz>

d.h. auch %|s1 +s,) ist eine Funktion vom Typ a,.

Analog findet man die Symmetrieorbitale (noch nicht normiert!):

D, =1s

®, =2s

D3 = Ny(s;, + )
D, = Ny(s; - 5))

D5 = 2p,

D¢ = Ng(2p, + 2py)
@, = N,(2p, - 2p,)

vom Typ




5. Schritt

Linearkombination von Symmetrieorbitalen gleichen Typs zu
Symmetrie-adaptierten Molekilorbitalen

(— SALCAO Symmetry Adapted Linear Combination of Atomic
Orbitals)

a,: Y 21=c, D, +C, D, +Cy D3+ C D k=1,2 3,4

bl: kal - C4kq)4 + C6kq)6 k = 5, 6

b,: W, P2= @,



Ziel:

Die Energieberechnung mit der urspringlichen (7x7)-
Sakulardeterminante (mit 7 Basisfunktionen) ist mit
Symmetrieanalyse zurtckgefuhrt auf die Berechnung je einer
(4%4)-, (2x2)- und (1x1)-Determinanten.

®-, ist schon Eigenfunktion von H:

®, = =@, —p,) b,-Typ

(@, ;)= ((p, |1 H

AP/

K
X

P, )

. )+ (e, [Hlp, )) = (P,

—> Yy nichtbindend




FUr a, mussen 4x4 und fur b, 2x2-Séakularprobleme geldst werden
— bindende und antibindende MO‘e.

a(s; +s,) +bp, — a, e(s; +s,) +f-2s

Z
el

&
“7

X

o
P

C(S; —S,) +d(py + py) — by



MO-Diagramm
fur H,O-Molekdl

AN
S~
SST~o
SO S~
~ II -~
~
~ S
~ ~
~
~
IN
~
1
1
1
1
A 1
’// !
s~ 1
//"l'_
Sso N [y
~o NN ! ‘
SO R
SN0,
Sa Lo




4.9.4 Schwingungsspektroskopie: Strukturaufklarung

Beispiel:
Schwefeltetrafluorid SF,. Drei mogliche Strukturen:
- o
7
) I r==-=-===z F ‘
e ;e .
Rl F—sZ / S
P o SN
F~ = F
Cov Cay T4

Angewandt auf Tafel a): Charakterentafel fur C,,

C, |[E |C |o,(xz |o°(yz |Koord.+ Drehungen | Komp. eines Tensors o

1 |1 1 Z Ol Oy Ol

axy

Oz
=1 | -1 1 v R o

>
— = =
H
1
|_\
1
=
Pu)
N



Transformations-Verhalten von Drehungen (zur Charakterentafel)

Z Z
A GV t) ' >
o, |-
-y S -y

/| "
A Gsz = 'Rz A GV'RZ = 'Rz
C 7 aber z. B. C,R, = -R,

| T
CR, =R, Y (\

\‘\ \\ 7
N




Zu den Komponenten a;;: o;; transformieren wie X;-X;

Cox—>-X,y—>-y,Z—>7Z
X2—>X2, y2—>y2, 72 5 72

O, XX,y -V, Z—>7Z
X* — X*, y* — y?, 7 — Z> usw.



Fall a) C, -Symmetrie:




Transformationstafel: OperationR (X;, Yi, Z;)
= S Fy F, Fy Fy AUR)
(X5 Vs Zs) | (X, Y1, Z0) | (X0, Y2 Z0) | (X3, Y30 Z3) | (Xgs Va, Z4)
E (X ¥s: Zs) | (X Y1, Z0) | (X Y20 Z2) | (X3, Y3 Z5) | (Xa Vay Z4) 15
C, |(XsYs Zs) | (K4 -Yar Zs) | (X3, -Y30 Z3) | (Xp, V2 Zp) | (Xgy Y1, Z) | -1
&,(xz) | (Xs, Ys1Zs) | (Xg0 -Yar Z4) | (X1 <Y, Z5) | X3y -Y3: Z3) | (Xq, -Y1, Z3) 3
5,(y2) | (Xsy Y51 Zs) | (X1, Y1, Z0) | (X V3 Z3) | (X Yo Z9) | (+Xay Yay Z4) 3

Reduzible Darstellung




Reduktionsformel:

Reduzible Darstellung:

Z—ZX]]F(R)X]]F(R) = E C, |6,x2) |6, (y2)
1(R) 15 -1 3 3
Charakterentafel fur C,,;:
C, |E |C |o,(xz |o‘(yz | Koord./Drehungen | Tensorkomponenten o
v 2 )
A |11 |1 1 Z B O
A, |1 |1 |-1 -1 R, o
B, [1 |-1]1 -1 X, R, a
B, |1 |-1]-1 1 Y, R, o
N, ¥[1:1-15+ 1.1-(-1) + 1.1-3+ 1.1-3] =
Na,: Ya[1:1:-15 + 1.1-(-1) + 1-(-1)-3 + 1-(-1)-3] = 2
Ng: ¥[1:1-15+ 1-(-1)-(-1) + 1-1-3 + 1-(-1)-3] = 4
Ng.: Ya[1-1-15+ 1-(-1)-(-1) + 1-(-1)-3 + 1-1-3] = 4




XN, =5+2+4+4=15
2 3N Freiheitsgraden eines Molekiils
2 Dimension des Basissatzes
Davon entfallen je eine irreduzible Darstellung auf
Translation in  x-Richtung: B, (s. Charakterentafel)
y-Richtung: B,
z-Richtung: A,

Rotationum  x-Achse: B,
y-Achse: B,
z-Achse: A,
Nach Subtraktion dieser 6 I'; verbleiben die
Schwingungen: 4A, = 4 Schwingungen, da A und B eindimensional

1A, =1
2B, =2
2B, =2

% 9 Schwingungen = 3N-6



Welche der 9 Normalschwingungen sind IR- bzw. Raman-aktiv?
Bedingung fir IR-Aktiviat:

:\If?, Xy, dt =00l A (dir. Produkt) und/oder

(v g ySdt =0 _ /= /.

[y? 2yZdt =0 — /-,

Da %, ¥, 2 ungerade und v, immer gerade (A,) sind, folgt:
Eine Fundamentalschwingung ist IR-aktiv, wenn der angeregte
Schwingungszustand die gleiche Symmetrie besitzt wie
mindestens einer der Vektoren x, ¢, zd.h.

L W) =T K. 3, 2)
Danach (s. Charakterentafel):
Schwingungen der Rassen A (x!) ] A, IR-Inaktiv
B,(y!) ¢ IR-aktiv (enthalt nicht
B,(z!) X, ¥,2)




Erwartet werden: 4A;-Schwingungen
2B, - —//—
2B,- —/]—
Ingesamt 8 IR-aktive Schwingungen

Bedingung fur Raman-Aktivitat:

J- v PyXdt =00 A, (im direkt. Produkt)

mit P: XX, ¥¥, 22, XY, X2, §2
Da ? gerade, folgt:
Eine Fundamentalschwingung ist Raman-aktiv, wenn w_"die
gleiche Symmetrie besitzt wie mindestens eine Komponente des
Polarisierbarkeitstensors.



Danach (s. Charakterentafel):
Alle Rassen unter C,, sind Raman-aktiv
Zu erwarten: 4A,-Schwingungen, polarisiert!
1A,-
2B, -
2B,-
Ingesamt 9 Raman-Linien zu Fundamentalschwingungen

Analoge Behandlung von Fall b (C,,) und Fall ¢ (T,) (als Ubung?!)
fahrt zu:

C,, T, C,, gefunden
IR-aktive 38
(4A,, 2B,, 2B,) 2 (2T,) 6 (3A,, 3E) 5
Raman-aktive 9 4 6 5
(4A, A, 2B, 2B,) | (A, E, 2T,) | (BA, 3E)
Polarisierte 4 1 3 1
Normalschwingungen (4A)) (A) (3A))



Ergebnis:

T, scheidet aus, da mehr IR- und Raman-Linien gefunden als erlaubt.
Aus Analyse der Bandenkonturen: C,,

(durch andere Methoden beitatigt)

Merke: Oftmals werden weniger Fundamentalschwingungen
beobachtet als von der Theorie her erwartet;
Grund: kleines Ubergangsmoment — geringe Intensitit




5. Gruppentheorie und Quantenmechanik.
Wellenfunktionen als Basen ftr irreduzible Darstellungen

5.1 Beispiel p-Orbitale des N in NH,
Frage:
Wie transformieren p, und p, unter den Symmetrieoperationen

des NH;-Molekduls (C,,) und zu welcher irreduziblen Darstellung
gehoren sie?

p,.= Crsing cos¢

1
p,= Crsing sing LC: — —J
2



Vorgehen: Zu finden sind die Transformationsmatrizen zu E, C, und 6,
und die zugehdrigen Charaktere.

Vo)
|
-l Z—>» N



Unter allen Operationen ( E, C,, 6,) bleibt ¢ unveréndert, somit:

sing, =sin g,

: : 2
Bel Rotation um il um z-Achse:

Und somit

27 T . 27
COS @, = COS(¢, +—) = COS ¢ COS— —SIN @ SIn —
3

[cos(a + [3) =COSx COS f—sSIinasin S

1 3. .
=——cCcos¢ —(—)sing
2 2



: : 27 : T . 27
sing, =sin(¢, +—) =sing, cos—+cos¢1sm?

1 J3
=——SINgy +—COS¢,
2 2

Bei Spiegelung an (xz)-Ebene: (o)

und somit cos ¢, = cos(—¢, ) = CoS ¢,

sing, =—sing,

Mit diesen Transformationen erhalt man flr die Operationen:

\4



N

E: Ep, =E(Csing cos¢ )= Csing, cosg, =
=Csin& cosg, =p,
=Csin g cosg, = P,

N

C .

3 -

éspx= ég(CSin G COS¢1) = CsiIn G, COs ¢, =

:c:(s,inlszl)(—%)(co&?cé1 +N3sing ) =

1 3
——Csin4 cosg ———Csing sing, =
2 2

1 V3

= __px_—p
2 2 7



é3py: és(CSin 191 Sin ¢1) = Csin "92 sin ¢2 _

= C(sin)(-2)(sing, ~ V3o0s¢;) =

1 : 1 _ . :
—\/§Csm G cosg ——CsInG sing, =
2 2

1 1
= ~3p,-—p,
2 2

(%Vpx — 6V(CSII’1 191 COS ¢1 ) — C sin 192 CcOS ¢2 —
=Csin g cosg, =p,

G,p, = 6,(Csin g, sing, ) =Csin @, sing, =

=—-Csin4 sing =-—p

y



In Matrixschreibweise erhalt man flr diese Operationen:

. (1 0)
E(p,. py)=(px,p)t J (P,. P,); X(E)=2

- (—1 13)

C,(p,, p,) = (P, py)L 5 J xWC) = —1
(1 0) A

S,(p,. P,) =(P,. P, )LO ~ J xw(6,)=0

Da der Charakter x(R) eine Klassenfunktion ist, gentigt es, von jeder
Klasse jewells nur eine Operation zu untersuchen.



Wir stellen fest:

(a) Die gefundenen Charaktere sind die der irreduziblen Darstellung
E in der Gruppe C,,:




(b) Die Orbitale p, und p, bilden als Paar (p,, p,) eine Basis fur die
Irreduzible Darstellung E.
(d.h. die Funktionen p, und p, gehoren zur irreduziblen
Darstellung E)

(c) Die Funktionen
sin$ cosgp —p,
sind sing —p,

transformieren wie die Koordinaten x bzw. y.
Deshalb die Bezeichnungen p, bzw. p,,.



5.2 Kugelflachenfunktionen allgemein

Kugelflachenfunktionen Y, (8,¢) sind die Losungen der winkel-
abhangigen Differentialgleichung des H-Atoms.

Die Einelektronenzustandsfunktionen inklusive Ortsabhangigkeit
lauten:

eimi P

anijj (F, lg, @) — ang(r)ygjmj (‘99 ¢) — Rn,l(r)e)l,m; (19) /272'

Bei Vorliegen eines kugelsymmetrischen Potentials V(r) bilden die
Funktionen ¥, , ~mitm, = —/,-[+1, ....[-L]I
einen 2|+1-fach entarteten Funktionensatz.

Beispiel: d-Funktionen: 5-fach bahnentartet
f-Funktionen: 7-fach




Aufgabe: Zu untersuchen ist das Transformationsverhalten dieser
Funktionen unter der Wirkung der Symmetrieoperationen der
Kugeldrehspiegelungsgruppe, also

a) Drehungen (um beliebige Achse, die durch den Koordinaten-
ursprung geht;

b) Inversion (am Koordinatenursprung);

c) Drehung + Inversion

Aus den Transformationsmatrizen lassen sich deren Charaktere
bestimmen.

a) Drehung um Winkel ¢ um beliebige Achse, denn alle
Drehungen um den Winkel ¢ gehdrigen zur gleichen Klasse und
haben gleiche Charaktere x(C,).

Wir wahlen als Achse: z-Achse (¢ constant)

. ®- ZU Beginn der Drehung
Fur Drehung ¢ = oo+ ¢ =y ¢og: am Ende der Drehung




é(pan,l,mj (r? 19? gpA) = an,l,mf (F? ‘99 gDE) — aniji (]", ‘99 gpA + @) —

efmg (@qt+@)
=R,, (10, ($ =

27

iy,

€

27

d.h. die Funktion ¥ , = gehtunter der Wirkung der Drehung mit
dem Winkel ¢ um die z-Achse bis auf den Faktor e™¢ in sich Uber:

eimigo

=R,,(NO,,, (9)

~

C Y

¢~ nl.m

I'm,_r(/)
n.l.m

=e

Fir eine Drehung der 21+1-fach entarteten Basis

Y omitm = —l,—l+1, ..[—1]

n.l.m

erhalt man die ,,Drehmatrix*



T(C,)=D,(p)=

Nur die Koeffizienten F((AJ(P)H der Hauptdiagonalen sind von Null
verschieden.

Fur den Charakter ,(¢) findet man:

2{+1

%@ =2(C,)=3T(C,),

—e Wy 4 4o

e (1+e” +...+e77)



Dies ist eine geometrische Reihe mit Anfangsglied a=¢"'l¢
Quotient q=ev
Anzahl
der Glieder n=21+1
Mit der Summenformel:

g_aq -1
q—1
findet man
: 1
) ol (el-(21+1)q9 1) sin(/ + E)go
: e’ —1 @

sin —

Ausrechnung @



e—;‘lgo (ei(2l+1)go _ 1)

(@)=

e’ —1
e:‘([+1)go _e—;‘lgo
e’ —1

_cos({+Dep+ism(/+1)p—cosip+isinip Z

cos@+isinp—1 N
I . a+pfB . a-
cosa—cosﬂ:—2sma 'Bsma P
2 2
sina+sinﬁ:2sina;ﬂcosa_ﬁ

Z =-2sm(/ + J)psin % + 2isin(/ + %)gocos%

: : Q® . @
=2sin(/+ Y| i cos ——sin —
( 2)99|: 5 2}

2
= 2isin(/ + %)q{e 2 }



i

Z 2isin(l+)p(e?) 2isin(l+1)

X(p)=—=

N 8399_1 | _fg
(¥ —1e 2
V _i2 i _,-Hi; ........................
(@’ =De 2=¢2—¢ 2=
= ¢ —+isin£—(co ——isinf):
2 ) 5 ;
=21’sin£
2

2isin(l+3)p _ sin(/+3)p

2(9) = 2isin L sin 5 @



Fur spezielle Winkel ¢ ergibt sich damit:

2(m) = (-1

Far die Inversion der Kugelflachenfunktionen am Koordinaten-
ursprung erhalt man:

i\Pm = (-1)'¥

d.h. bei Inversion geht eine Kugelflachenfunktion bis auf den
Faktor (—1)"in sich iber. DemgemaR kennt man

nl,m

(— | Beispiel
1)!
gerade Funktionen +1 |s,d,g,...

(Fktn. mit gerader Paritét)

ungerade Funktionen -1 |p,f h,...




Darstellungsmatrix flr Inversion:

Té=p@-| ° V= 0
L0 0 . 1))

Mit dem Charakter y,(i) = (2l + 1)(-1)' z.B. flr d-Funktionen (I = 2)
Xo(i) = (2:2 + 1)(-1)? = +5

Darstellungsmatrix, die durch eine Basis ‘¥, , (m, =+, ..., )
Induziert wird und eine Drehung mit ¢ und anschlief3ende

Inversion i beschreibt, ist:

1
sin(/ +—
( 2)40

2 (ip) = (=1)
Sin e



Mit diesen Informationen kann man auffinden, welche Darstellung
(Charakterensystem) eine Basis ¥, , (m, =+, ..., =l) induziert,
wenn man diese den Drehungen, der Inversion bzw. den aus
Drehung und Inversion zusammengesetzten Symmetrieoperationen
einer beliebigen Punktgruppe (die Untergruppe der
Kugeldrehspiegelungsgruppe ist) unterwirft.

Beispiel: Gruppe O,
Es kommen u.a. vor:

N A N A A AN A

E, C,, C,, C,, i, iC,, iC,, iC,



Charaktere von Darstellungsmatrizen, die von Kugelflachenfunktionen Y,

bzw. von Atomfunktionen ¥, induziert werden.

Angleof I=0 I=1 I=2 |I=3 I=4 |=5

rotation
@ s p d f g h
xi(E) 0 1 3 5 7 9 11
x(C,) n 1 -1 1 | 1 —1
x(C5) 2—;— 1 0 —1 | 0 -1
T
x(Ca) 5 | 1 -1 -1 1 1
x,(i) 0 | -3 5 -7 9 —11
1(iC,) T 1 1 1 I |
. 2n
x(iC3) 3 1 0 -1 —1 0 |
: T
0(iC,) 3 1 -1 -1 1 1 -1




Frage: Welche irreduziblen Bestandteile sind in den Darstellungen
der O,-Gruppe fur | =0, 1, 2... enthalten?

Mit Hilfe der Reduktionsformel und der Charakterentafel fur O,
findet man:

Irreduzible Darstellungen | Entartung der Basis

1 =0 (s) Ay 1
=1 (p) T_lu 3
| =2 (d) E, + T, 5
| =3 (f) A, + Ty + T, 7
1=4(9)| A +E + Ty +Ty 9

1 =5 (h) E,+ 2T, + Ty, 11



z.B.1=2

E 3C, 8C, 6C, i 3iC,
UWe 1/48[1-1-5+3-1-1+8-1-(-1) +6-1-(-1) + 1-1-5+ 3-1-1 +
8iC, 6iC, 6C, 6iC,

+81 (-1)+6-1.(-1) +6:1-1 + 6-1-1] = 0

Ng, = 1/48[1-2-5 + 3-2-1 + 8-(-1)-(-1) + 6-0-(-1) + 1-2.5+ 3:2:1 +
+8-(-1)- (-1) +6:0-(-1) + 6:0-1 +6-:0-1] =48/48 =1

N7,y = 1/48][1-3-5 + 3-(-1)-1 + 8-0-(-1) + 6-(-1)-(-1) + 1-3-5 + 3-(-1)-1
++8:0-(-1) + 6:(-1)-(-1) +6-1-1 +6-1:1] =48/48 =1

Nach diesem Verfahren findet man folgendes Korrelationsschema:

\4



Charakterentafel fir O,-Symmetrie

6S,

36,

60,

linear,

O | E|8Cs|3C,=(Ca?| 6C4 | 6C | i | iyl gic,)| @icy | 6iCy) | rotations | Auadratic
Ay |1] 1 1 s I O T T A X2Hy2472
A, 1] 1 1 11 lalala| 1| 4

Ay |1] 1 | alal1]|a] 1| 1] 2

E, |2 -1 2 0 0 2 0 -1 2 0 (2z2-x2-y?, x?-y?)
Tols3lo] 1 |1|als[1]|o0o]| 1] 1 [RR,R)

Ty, [3] 0 -1 -1 1 3 -1 0 -1 1 (xz, yz, xy)
A, 1] 1 1 | aflalal ] a1 1

E |2] 1| 2 olo|2lo0| 1| 2] o

.03/ 0| 1 |1lal3|2|o]| 1] 1| xy

7,030 4 |al1]3|21|o0o]| 1] 1




Korrelationsschema der von Basen ¥

wme 120, 1, 2,3, 4,5, induzierten

Irreduziblen Darstellungen der Gruppen O, T, D3, Dy, Cys Co,.

Ok T:! DS D4h C4u CZv
s(l = 0) Alg A, Al Alg Al A,
pl=1) T, T, A,+E A, +E, A, +E A,+B;+B,
d(i = 2) Eg E E. Alg‘i' BI AI-E_BI '2A1.
T3, T, A+E B, +E, B,+ E A,+B;+ B,
fA=3) A A4 A, B,, B, Ay
L, T, A +E Ay +E, A+E  A;+B+B,
.., T, A+E B, +E, B,+E A,+B,+B?
g(l = 4) A‘lg Al A: A_lg A.l Al
E, E E A,g-f-Blg Al-f-Bl ‘2A1_
T,, T, A, +E Ay +E, A+E  A,+B,+B,
T, T» A+E B, +E, B,+E A,+B,+B,
h(.l - 5) Elll E E AIH%BIH Az'i‘ Bz ’2A2-
T,, . T, Az-!-E A2u—3~E,, A+E A+ B+ B,
I, T A,+E Ay +E, Ay+E  A+B,+B,
,, T, A+E B, +E, B,+E A,+B;+B,




